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RESUME :

Dans un premier chapitre, on donne quelques rappels indispensables sur les
problémes de statistique inférentielle sous contraintes d’inégalités et notamment
sur la régression isotone et des tests unilatéraux dans le cadre de lois normales
multidimensionnelles. Le deuxiéme chapitre est consacré a la présentation du
modéle linéaire généralisé multidimensionnel avec un rappel des principaux ré-
sultats concernant la normalité asymptotique des estimateurs du maximum de
vraisemblance. Dans le troisiéme chapitre on construit des tests d’une hypothése
simple contre une hypothése d’inégalité portant sur toutes les composantes du
paramétre, ainsi que des tests d’hypothéses d’inégalité portant sur toutes les
composantes du paramétre, cela dans le cadre du modéle linéaire généralisé.
On montre que les statistiques de ces tests sont asymptotiquement distribuées
suivant la loi de ¥? . Dans le quatriéme chapitre on construit des tests d’une hy-
pothése linéaire composée contre une hypothése d’inégalité. On détermine aussi
la distribution asymptotique des statistiques de test.
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INTRODUCTION

Considérons la situation suivante : soit deux champs en tout point identiques,
on fait dans I'un et I'autre champ la méme culture, dans le premier champ on
met un engrais fertilisant et dans le second on ne met rien. Il est alors possible
d’affirmer a priori que le rendement dans le second champ sera inférieur a celui
du premier. Cet exemple de situation conduit le statisticien & 'utilisation du
test dit "test unilatéral" s’il veut juger de 'efficacité de I'engrais. La justification
de cela est évidente : on jugera en effet que l'engrais est "bon" seulement si le
rendement observé dans le premier champ est supérieur a celui du second. Alors
que si on veut juger de "l'effet" de I’engrais avec le "test bilatéral" on prend en
compte la valeur absolue de la différence des rendements observés. Il convient
donc dans chaque situation statistique d’utiliser les informations obtenues "a
priori". Ce genre de situations a conduit a la théorie de la régression isotone et
aux tests d’hypothéses ordonnées ainsi qu’aux tests "unilatéraux multidimen-
sionnels". Ces théories ont été mises au point dans le modéle linéaire par D.J.
Bartholomew (1959), A. Kudo (1963), P. Niesch (1966) et sont largement com-
mentées dans Barlow et Coll. (1972).

La normalité n’étant pas toujours requise, certains auteurs se sont intéressés
a 'extension de ces tests a des situations ot les variables observées suivent des
lois autres que la loi normale, mais cependant usuelles : binomiale, poisson etc...
Dans Barlow et Coll. (1972) certains cas particuliers sont étudiés. T. Robertson
et E.J. Wegman (1978) se sont penchés sur le probléme des tests d’hypothéses
ordonnées dans une structure exponentielle. Les tests de ces auteurs utilisent le
critére du rapport de vraisemblance. D’autre part, afin de recouvrir ce grand
nombre de loi de probabilités usuelles J. Nelder et R.W.M. Wedderburn (1972)
ont introduit le modéle linéaire généralisé qui constitue une extension des struc-
tures exponentielles. J.R. Mathieu (1978, 1981) a donné une version du modéle
linéaire généralisé multidimensionnelle afin de pouvoir étudier certaines situa-
tions n’entrant pas dans le cadre du modéle linéaire généralisé de J.A. Nelder et
R.W.M. Wedderburn, notamment les tables de contingences. Les auteurs cités
ont étudié dans le modéle linéaire généralisé les tests d’hypothése linéaires; le
but de notre travail est d’étudier dans ce modéle les tests "unilatéraux multidi-
mensionnels".



Dans le premier chapitre on donne des rappels sur les tests d’hypothéses
restreintes dans le modéle linéaire c’est-a-dire sur la régression isotone .

Dans le deuxiéme chapitre on présente le modéle linéaire généralisé (G.L.I.M.)
dans sa version multidimensionnelle, on rappelle les principaux résultats notam-
ment sur la normalité asymptotique des estimateurs.

Dans le troisiéme chapitre on construit dans le G.L.I.M, des tests d’une hy-
pothése simple contre une hypothése imposant au paramétre des contraintes
d’inégalités sur toutes ses composantes, On montre que les statistiques de tests
sont asymptotiquement distribuées suivant une loi de x? que I'on explicite. On
construit aussi des tests d’une hypothése imposant au paramétre des contraintes
d’inégalité sur toutes ses composantes contre I’hypothése contraire, on établit la
distribution asymptotique des statistiques de tests. Dans I'un et I'autre cas on
utilise la statistique du rapport de vraisemblance ainsi qu'une statistique dont
I’écriture est similaire & la statistique du test de Wald d’une hypothése linéaire.
Dans le cas d’une hypothése nulle imposant au paramétre des contraintes d’in-
égalités, on construit deux tests a ’aide de multiplicateurs de Lagrange. On
montre I’équivalence asymptotique des différents tests utilisés.

Dans le quatriéme chapitre on se situe toujours dans le G.L.I.LM on s’inté-
resse aux tests d’une hypothése nulle linéaire composée contre une hypothése
alternative imposant des contraintes d’inégalités au parameétre. La difficulté sup-
plémentaire par rapport au chapitre précédent est due au fait que les distribu-
tions asymptotiques des statistiques de tests dépendent de la vraie valeur du
paramétre sous I’hypothése nulle ; comme celle-ci est composée, il est délicat de
construira des tests de niveau asymptotiques constant, ce qu’on s’est efforcé de
faire ici.



Chapitre 1

RAPPELS SUR LES TESTS
D’HYPOTHESES
RESTREINTES DANS LE
CAS GAUSSIEN



I.1 Tests unilatéraux dans une structure gaus-
sienne

Soit la structure statistique :

(R, Br,{N(n,0?), peR, oceRL}H™

On s’intéresse au test

de Hy : (N(po,0?), o€ RY)

contre Hy : (N(po,0?), p>po, o €RY).

Pour abréger les notations on écrit Hyp : = po et Hy : o > po.

X1, Xo,..., X, les applications coordonnées ce sont des variables aléatoires
réelles (v.a.r.) indépendantes de loi N(u,0?).

T S
i=1 i=1
w suit une loi de Student & (n — 1) degrés de liberté.

On notera t, , la valeur qui est dépassée avec une probabilité o par une
variable aléatoire de Student & p degrés de liberté. Le test de Student unilatéral
de Hy contre H; est le suivant (test de niveau « ).

rejet de Hy pour M > tn—1,a

c’est sans doute I’exemple le plus simple et le plus connu de statistique infé-
rentielle sous contrainte d’ordre.

Soit la structure statistique

(R, PR, {N(u1,02),/L1 eER,0 € ]R:_})nl ®
(]R, 33]3, {N(u2,0'2)7/1.2 S IR,(T c Rjr})nz

on s’intéresse au test de Hy : u1 = s
contre Hy : 1 > po

X (resp. X3), S? (resp. S2) désignent les mémes choses que précédemment
dans la structure (R, g, {N(p1,02), 111 € R,0 € R% })™
(resp. (Rv '@Rv {N(M27 J2)a M2 € ]Rv o€ Ri})nz) :

SQ _ (7L1—1)Sf+(n2—1)S§
nitng—2 ’




Le test de Student au niveau « de Hy contre H se fait de la maniére suivante :

: X;—X.
rejet de Hy pour ——1=—=2— > {1, « V=n1+ng—2.
V(S2(E+5)) ’
C’est un autre exemple élémentaire de statistique inférentielle sous contraintes
d’ordre.

Probléme :
Soit la structure statistique :

(]Ra f@]Rv {N(/Jlaaz)nufl € IR,CT € ]Rj— )nl
® (R» '%Rv {N(M% 02)7 M2 € ]R'v o€ Ri )ng
@ (R, Br, {N(u3,0?), 13 € R,0 € R })".
Soient les hypothéses

Ho:pn = po = pg

Hyt (g < p2 < ps) U (1 < p2 < pus)

Tester Hy contre H; semble étre une généralisation naturelle de la situation
précédente. Pourtant cette généralisation entraine certaines difficultés. On est
obligé d’étendre la théorie des tests unilatéraux au cas multidimensionnel. Une

situation un peu plus générale est la suivante ; on dispose de la structure statis-
tique :

él(R Br, {N(pi,0?), i € R0 € RL})™

Soient les hypothéses

Ho:pp=p2= ... =ug

H :pyp <ps <. <uyg

H, : H'\H,

On veut tester Hy contre Hj.

Ces exemples de situation ont conduit & la théorie de la régression isotone .
Historiquement ce sont les tests d’hypothéses ordonnées qui ont été étudiés les

premiers par Bartholonew. Un exposé général des méthodes peut étre trouvé
dans Barlow, Bartholomew, Bremner, Brunk (1972) chapitre III.



Lorsqu’on veut dans ’exemple précédent tester Hy contre H; et que 1’on
veut utiliser le test du rapport de vraisemblance on a besoin pour le calcul de la
statistique de test de ’estimation du maximum de vraisemblance des p; sous la
contrainte Hy ce qui est facile, mais on a besoin aussi de 'estimation des u; sous
la contrainte H; ce qui est moins facile. L’estimation des p; sous la contrainte
H; conduit a la régression isotone .

I.2 La régression isotone
(d’aprés Barlow et Coll (1972)).
Définition : Soit X un ensemble fini & k éléments.
X={z1, x2, ..., 2 } X est muni de lordre simple
r1 < T < ... <Tk.

Une fonction f sur X & valeurs réelles est dite isotone si x;,2; € X
et x; < z; implique f(z;) < f(x;).

On pourrait aussi utiliser la terminologie fonction monotone sur X mais les
auteurs précités préférent le mot isotone . On note I(X) ensemble des fonctions
isotones sur X

Définition : Soit g une fonction donnée sur X a valeurs réelles et w une fonc-
tion donnée sur X & valeurs réelles et positives, une fonction g* isotone sur X
est une régression isotone de g avec les poids w par rapport & 'ordre simple
r1 < Ty < ... <z} sielle vérifie I’égalité suivante :

Y lo@) = g*@)Pw(z) = Inf Y [g() = f(2)] w(z).

zEX FelX)gex

C’est a dire que g* est la meilleure approximation isotone de g .

Remarques :

Rechercher g* est strictement la méme chose que rechercher le vecteur de
RF de composantes g*(z1), g* (z2), ...g* (1)
tel que g*(z1) < g*(z2) < ... < g*(xk)
k

et qui minimise la quantité Z[g(xl) — yi)?w(z;)

i=1
parmi les vecteurs y € RF tels que 11 < y2 < ... < yp -

Soit C ={y € RF /y; <ya <...<yi}.
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Munissons R du produit scalaire <, >,, défini par

k
<y >w= Y _yi yiw(x;).
i=1
On note || ||, la norme associée .

Le probléme de recherche de la régression isotone se raméne au probléme de
minimisation suivant :

Infl[*lg(z1), - g(an)] = yll2, (L1)
yel

C' est un cone convexe et fermé (évident).

Proposition 1.1 :
La régression isotone d’une fonction existe et est unique.

En effet C' étant convexe et fermé il résulte directement du théoréme de
projection que le probléme admet une solution unique *(yi,...,yx) qui est la
projection de *(g(z1), ..., g(xy)) sur C au sens du produit scalaire <, >,, .

I.2.1 Interprétation graphique

Soit g et w deux fonctions définies sur X de la méme maniére que précé-
demment et considérons un repére orthonormé du plan. Plagons dans ce repére
k + 1 points définis par leurs coordonnées P;j = 0,1, ..., k.

P = (W;,Gj)

J
avec W; = Zw(ml)

i=1
J
et Gj =Y w(x;)g(x;) pour j#0
=1
Py = (Wo, Go) = (0,0)

Le diagramme joignant successivement les points P; depuis Py jusqu’a Py, est
appelé "diagramme des sommes cumulées" (en anglais : Cumulative Sum Dia-
gram d’ou 'abréviation C.S.D.). On considére le "plus grand minorant convexe"
(en anglais Greatest Convex Minorant G.C.M.) du diagramme des sommes cu-
mulées et on note P le point du G.C.M. d’abscisse W; et on définit G} comme
étant Uordonnée du point Pf P; = (W;,Gy).

Proposition 1.2 : En chaque point z; de X la pente du G.C.M, c’est-a-dire
% est la valeur de la régression isotone de g en x;, g*(x;).

7



La démonstration de ce résultat se trouve dans Barlow et Coll. (1972) (théo-
réme 1.1 page 112).

L’idée est la suivante :

Si C est un convexe fermé si z* est la projection de = sur C au sens de <, >
alors x* est caractérisé par la relation

VyeC <zx—ax*,z*—y>>0

cette inégalité appliquée a la régression isotone donne :
g* régression isotone de g si et seulement si Vf € I(X)

D lg(x) = f(@)Pw(@) > Y o) — g*(@)Pw@) + D [g* (@) — fa)Pw(z)
reX rzeX rzeX
on vérifie que ¢g* définie par g*(x) = %:73}’11 satisfait cette inégalité, et
J J—
d’aprés l'unicité de la régression isotone prouve que c’est effectivement la ré-
gression isotone de g.

1.2.2 Propriétés de la régression isotone

Vg fonction de X dans R
VueR VA e R
(g+m)=9g"+n
(Ag)* = Ag*

La démonstration de ces propriétés est immeédiate.

1.2.3 Calcul de la régression isotone .

Il existe plusieurs algorithmes de calcul de la régression isotone assez lon-
guement détaillés dans Barlow et Coll. (1972). Il existe une formule simple pour
Pécriture permettant de calculer g*(z;) dite formule max-min

t

E g(xr)w(z,)
s * () — . r=s
Vi=1,..,k g*(z;) max min ;

Zw(xr>

r=Ss

Remarques :
Ce n’est pas la formule la plus simple ni la plus rapide pour calculer g*(z;).

Il existe des formules équivalentes par exemple on a



t

Zg(xr)w(xr)

r=s

Zw(xr)

* ) — y
glm) =ngp gy

1.2.4 Estimation du maximum de vraisemblance sous contraintes
d’ordre dans une structure gaussienne.

Soit la structure statistique suivante

k
@I(Rv ‘@Ra {N(:U’Zao—zz)aﬂl S R7U S ]R'j— )nl

3

on note X;;. les applications coordonnées. X;; sont des variables aléatoires
réelles indépendantes de loi N (u;, 0?) On suppose que les o2 sont connus

k
E n; =mn
i

La vraisemblance s’écrit

k

1 1 1 &
WHW@W{_§Z§Z($U — 1i)*}

i=11 i=1"1% j=1

k 1 n;
Yo (i — ) (L.2)
g5 4
i=1 ' j=1
n;
en posant x; = %inj
=i
on trouve
k 1 & n
(L2) = Z; > (i 7i)? + Z;;(fl 11)2
i=1 ' j=q =1t

on pose w; = % .
i



Soit Hy la contrainte p1 = po = ... = . .

Il est bien connu que la valeur de p qui minimise

k
S ui(as, - ) est fi= .
i=1

Sous la contrainte Hj l'estimateur du maximum de vraisemblance de p est
donc

n;

= i=1 . T 1

X = Lki ou Xi‘ = EZXU
i=1

Soit H' la contrainte p; < pg < ... < ug .

k
On veut minimiser sz(a_:z — u)? sous H' .
i=1
D’aprés ce que l'on a vu les pf qui vérifient
k k
- 2 - 2
Zwi(mi. — ;)" = Inf sz(iﬂz — ;)
i=1 weH"; =

constituent ce que ’on appelle régression isotone des Z; avec les poids w;.

I.3 Test du rapport de vraisemblance dans le cas
normal d’une hypothése d’homogénéité contre
une hypothése ordonnée des moyennes

1.3.1 Test du i?

Soit la structure statistique

k
& (R, e, {N (15,0%), 15 € R, € RE)™
Hy jpy=po=..=u

H' /,L1§M2<...<’LL]C

10



Hy, = H'\H,

Soit A le rapport de vraisemblance

maz vraisemblance

)\ = keH
~ max vraisemblance
MEH(
k k
T=2 Logh=Y wi(@ — fu)* — > wi(Z. — puf)*.

i=1 i=1
Soit C' le cone de R* dé¢ja défini C = {z € RF/z; < 23 < ... < 21} comme
on l'a vu *(uf, ..., u}) est la projection du vecteur *(Zy , ..., Z.) sur C' au sens du

produit scalaire déja défini.

C est un cone polyédrique. Le vecteur i (*/i = ({1, ..., fi)) appartient & toutes
les faces de ce polyédre. On applique le théoréme de Pythagore a la face de ce
polyedre sur laquelle se trouve *(pf, ..., uf). On trouve

k k k
> i@ — ) = Y wil@s — ) = Y wilr — )
i=1 i=1 i=1
La statistique du test du rapport de vraisemblance de Hy contre Hy est donc

k
Zwi(ﬂi — )%
=1

A cause de la similitude d’écriture avec le test du rapport de vraisemblance
de Hy contre R¥\ Hy les premiers auteurs & avoir utilisé cette statistique 1’ont
appelée statistique de \7 ; remarquons tout de suite que le paramétre k ne ca-
ractérise pas la distribution de la statistique sous I’hypothése nulle car celle-ci
dépend aussi de H; et des poids wy, wa, ..., Wk

Le test du rapport de vraisemblance de Hy contre Hy se fait de la maniére
suivante : rejet de Hy pour les grandes valeurs de )2%.

Remarque : dans le cas usuel ou les variances sont égales on a ’expression

K
o?X3 =Y ni(u — 1)’
i=1

1.3.2 Test du E?

k
Dans la structure statistique ® (R, Zr, {N(p;,0?), 1 € R,0; € REL})™
i=1

si les o; sont inconnus mais peuvent étre mis sous la forme J? = a;02 on les

a; sont connus et o2 inconnu on peut étendre dans ce cas 1 le test du ¥2 En
particulier dans le cas ot les a; =1 Vi=1,....k

Pour tester Hy contre H; la statistique du test du rapport de vraisemblance
est

11



k n;

k
E?= Zni(uf —)?/Y Y (i — )’

i=1j=1

on rejette Hy pour les grandes valeurs de E? .

Pour construire les tests du 2 ou du E? il est intéressant d’avoir la dis-
tribution des statistiques de test sous I’hypothése nulle afin de déterminer le
niveau des tests construits ou pour savoir comment construire un test de niveau
donné. Nous allons donc énoncer 2 résultats qui déterminent les distributions
recherchées. Ces résultats se trouvent avec leurs démonstration dans Barlow et
Coll. (1972).

Proposition 1.3 : Si Hy est vraie.
k

Ve>0 P(x}>¢)=> p(t,k)P(xi_, > c)

1=2
P(xi =0) =p(1,k)
ou p(¢, k) désigne la probabilité que la régression isotone M} prenne exacte-
ment £ valeurs distinctes et x2 désigne une variable aléatoire de x? & v degrés

de liberté ce qui justifie aussi a posteriori la notation 2.

Proposition 1.3 bis : Si Hy est vraie.

k
_ _
Ve>0 P(E}>c)=> p(t,k)P(By_1),1(n-1) = ©)
1=2
P(E} =0) = p(1,k)
ou p(¢, k) a la méme signification que dans la proposition précédente et B,
désigne une variable aléatoire ayant la distribution béta de parameétres a et b.

Remarque :

Les distributions du )‘(i et du E,% dépendent des coefficients p(l, k), ces co-
efficients dépendent de I'ordre et des poids utilisés pour la régression isotone

La difficulté de la mise en ocuvre des tests résulte de la difficulté du calcul
de ces coefficients.

I.3.3 calcul des p(¢, k) dans le cas de ordre simple et des
poids égaux

Dans ce cas particulier on a le résultat suivant

£
p(l k) = Bl

12



ot |Si| désigne le coefficient de z¢ dans le polynome

N
=

2(z+ 1)z +k—1)= . (z+7)

I
o

Les p(¢, k) vérifient
p(L k) =

p(k. k) = &

=

Il n’est pas difficile, & partir de ces formules, d’établir des tables de coeffi-
cients p(¢, k) surtout lorsque k n’est pas trop grand.

Pour les tables de coefficients p(¢, k) et pour le calcul de ces coefficients dans
les cas ou 'ordre n’est pas simple et ot les poids ne sont pas égaux on peut
encore se référer a Barlow et coll. (1972).

I.4 Equivalent du test unilatéral dans le cas mul-
tidimensionnel

Le probléme est le suivant Y7, Y5, ..., Y, sont n variables aléatoires a valeurs
dans R¥ indépendantes et de méme loi Y; suit une loi Ny (u,¥) p € R* et ¥ est
la matrice des variances et covariances des Y;.

Les Y; sont des variables aléatoires multinormales. On considére les hypo-
theéses suivantes

Hy pu=0 de pu;=0 Vi=1,..k

H ;>0 Vi=1,...k

H, = H\H,.

Et on s’intéresse au test de I’hypothése Hy contre ’hypothése H;.

Remarque :

Par changement de variables de nombreux problémes peuvent se ramener &
I’étude de ce test, c’est notamment le cas des tests que 'on fait dans le cadre
de la régression isotone .

Peut se ramener au probléme précédent la situation suivante :
g est une bijection linéaire de R* dans RF

13
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H: g(p) >0 (c’est a dire toutes les composantes de g(u) sont positives
ou nulles)

H1 : H\H()
et on veut tester H, contre H;.

Ce type de tests ont été étudiés simultanément par Kudé (1963) et Niiesch
(1964) en étant considérés par ces auteurs comme une généralisation des tests
d’hypothéses ordonnées étudiés par Bartholomew (1959).

On a la structure statistique suivante
(Rka '@Rka {Nk(M7 E)? e ]Rk})n

¥ est supposée connue symétrique définie positive.
On utilise le test du rapport de vraisemblance.

Y est 'estimateur du maximum de vraisemblance de p dans la structure
précédente.

La statistique du test du rapport de vraisemblance que I'on appelle aussi Y2
est donnée par

¥ =n{tYSTY —min {(Y — )2~ 1Y — )} .

pi>0
On est donc conduit au probléme de minimisation suivant

min "(Y — )Y — p)

pi>0

Soit H le cone convexe polyédrique défini par
H=(xeRk/z; >0 Vi=1,..,k).

On considére le produit scalaire induit par ¥ 1
Vo,y € RF < 2,y >y 1=t X7 1y.

On note ||.]|s-1 la norme associée.

Le probléme s’écrit de la maniére suivante :
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trouver p* € H tel que
Y = p*llg-1 = InfllY — pl[g-1.
pneH

On en déduit donc que p* est la projection de Y sur le convexe fermé H,
il en résulte 'existence et 'unicité de pu*. C’est l'estimateur du maximum de
vraisemblance de p sous la contrainte H

X =o{YSTY - (Y - p)ET (Y - pt)}
= (V|3 = 1Y = p*[35)

H est un polyédre, p* est la projection de Y sur H, c’est donc la projection
sur une face de ce polyédre considérons le sous-espace vectoriel qui porte cette
face en appliquant le théoréme de pythaqore on a

Y1150 = (Y — p* 3o + e [[%-
d’ou
X% = nllp*|3-

Pour la mise en ceuvre du test on voit donc qu’il est nécessaire de calculer
1* et cela nécessite I'utilisation d’algorithmes efficaces de calcul de la projection
d’un point sur un coéne convexe polyédrique. Voir par exemple Kudd (1975)
Bremner (1982). Soit H le polyédre déja défini plus haut. On peut, si k est
petit, considérer toutes les faces de H et les sous espaces de R* qui portent ces
faces. I1 y a en tout 2% faces. Pour calculer la projection d’un point x sur H,
on peut utiliser la méthode suivante : calculer la projection de x sur chacun des
sous espaces défini (cela est classique) puis, parmi toutes les projections ainsi
obtenues, on considére celles qui appartiennent effectivement & H et parmi celles-
la on considére celle qui minimise la distance voulue. Dés que k est assez grand
cette méthode peut s’avérer assez lourde et il faut donc trouver des méthodes
plus performantes, trouver des critéres rapides pour déterminer sur quelle face
de H se trouve la projection.

Comme dans le cas des hypothéses ordonnées on fait le test de Hy contre Hy
de la maniére suivante :

rejet de Hy pour les grandes valeurs de 2

Ici aussi il est intéressant de disposer de la distribution de la statistique y?2
sous hypotheése nulle afin de pouvoir construire des tests de niveau o donné. On
énonce donc un résultat qui se trouve dans Barlow et Coll. (1972).

Proposition 1.4 : Si Hy est vraie.
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k
sic>0 P(x}>c) = a(j,k)P(X] > c)

P(2=0) = g(0.F)

q(4, k) désigne la probabilité que p* ait exactement j coordonnées non nulles.
X? désigne une variable aléatoire de x2 & j degrés de liberté.

Remarques :

- On peut noter la similitude du rdle joué par ¢(j, k) dans cette proposition
avec celui joué par les p(¢, k) dans les propositions 1.3 et 1.3 bis; cela justifie a
posteriori la notation commune %2 pour les deux statistiques.

k
“ona gl =1
j=0

- On peut parler de loi de ¥ on appelle ainsi les "mélanges" de lois de x?
c’est-a-dire que la fonction de répartition d’une loi de x? est une combinaison
linéaire convexe de lois de x?.

- Une loi de x2 n’admet pas a priori une densité par rapport & la mesure
de Lebesgue car en général P(x? = 0) = ¢(0,k) # 0; la mesure de probabilité
admet donc une partie atomique.

- La loi de x? obtenue dépendant étroitement de la matrice 3 on introduit
donc la notation Y% pour désigner cette loi.

Une forme plus utile de ce résultat est la proposition suivante

Proposition 1.5 : Soit Y une variable aléatoire & valeurs dans RF
Y suivant une loi multinormale de moyenne nulle de matrice de variance et
covariance Y connue symétrique définie positive

Y ~ N(0,%)
H={zxecRF/z; >0 Vi=1,..,k}

H coéne convexe polyédrique particulier appelé quadrant positif.

Yy désigne la projection de Y sur H au sens du produit scalaire défini par
¥L

[Yi||2-, =' YgX 'Yy norme carrée de ce vecteur pour le méme produit
scalaire.

Alors ||Yg||%-, suit une loi de x%.

Pour la démonstration de ces résultats on se référera a Kudo (1963) et a
Niiesch (1966).

16



1.5 Test de H contre R*\H.

On considére encore la structure statistique suivante

(R*, Bge, {Nip(p, 2), p € RF})"

on considére 'hypothése H comme précédemment
H:p>0cestadire u; >0 Vi=1,..,k

et on s’intéresse au test de ’hypothése H contre ’hypothése R*\ H.

Par un calcul analogue & celui fait dans le cas du test de I’hypothése Hy
contre 'hypothése H on trouve l'expression de la statistique du rapport de
vraisemblance.

On appelle aussi cette statistique x? et on a

X =allY —p[3

Y désigne comme précédemment la moyenne des observations c’est-a-dire
Iestimateur du maximum de vraisemblance de p sans contrainte, u* est la pro-
jection de Y sur H au sens de 7! c’est-a-dire l'estimateur du maximum de
vraisemblance de p sous la contrainte H.

Ce type de test a été étudié dans le cadre de la régression isotone et des tests
d’hypothése ordonnées par Robertson et Wegman (1978).

On construit le test de la maniére suivante

rejet de H pour les grandes valeurs de y? .

Le test ainsi construit n’est évidemment pas de niveau constant cela étant
di & la complexité de ’hypothése nulle, comme les auteurs précités on utilisera
donc la notion de sous hypothése la moins favorable, c’est-a-dire celle qui donne
la plus grande erreur de premiére espéce.

Hy:p=0 HyCH
On va montrer que Hy est la sous hypothése la plus défavorable de H dans

le sens précisé plus haut. Pour cela on a besoin d’un résultat préliminaire que
l'on peut retrouver par exemple dans Robertson et Wegman (1978).

Proposition 1.6 - Vo € R* Vz € H 2 désignant la projection de = sur H au

sens d’un produit scalaire quelconque <, >, ||.|| désignant la norme associée a
ce produit scalaire. (x 4 z) g désigne la projection de (x + z) sur H au sens de
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<, > alors

|z 42— (& +2)ull < [lz — 2l

Démonstration :

H convexe fermé (z+ z) g projection de x + z sur H est donc caractérisé par
Vy e H, ||z +z—(z+2)ull <z + 2 -yl

H cone convexe si z € H, xyy € H alors zy + z € H en faisant dans I'inéga-
lité précédente y = x gy + 2z on trouve le résultat cherché.

Sous Ho Y suit une N (0, 1)

Sous 11 Y suit une N(u, =)

Sous Hy Y + p suit une N(u, 1)

Y = p* le produit scalaire utilisé en I'occurrence étant celui induit bien str
-1
par X7,

Soit p € H d’aprés la proposition 1.6 on a
1Y + = (V+ wallfa <Y - plls-

De plus sous g ||Y — p*|[4_, suit la méme loi que [|Y + p— (Y + p) | |21
sous Hy

on en déduit donc la proposition suivante

Proposition 1.7 : Vu € H
Pu(nllY — p*[[§-1 = ¢) < Pu,(n]]Y — p*[[5-0 > ¢)

Ceci prouve que le test est de niveau maximal pour Hj et justifie le fait que
I’on étudie le test sous '’hypothése Hy.

Robertson et Wegman (1978) ont montré un résultat analogue pour le cas
des hypothéses d’ isotonie.

On cherche des tests dont le niveau soit connu sous Hy.

Pour cela on a besoin de connaitre la distribution de la statistique ¥2 sous Hp.

Proposition 1.8 : Si Hy est vraie.
P(x*=0) = q(k, k)
Pour ¢ >0
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k-1
P(Z*>c)=> q(,k)P(xi_¢ > ©)
(=0

Ou q(¢, k) désigne comme précédemment la probabilité que p* ait exacte-
ment ¢ éléments non nuls et X? désigne une variable aléatoire de x? & j degrés
de liberté.

Remarque :

La loi de 2 ainsi obtenue dépend aussi de la matrice ¥ mais comme elle est
différente de la loi que nous avons notée Y% on la notera )Z%EO) et on l'appellera
loi polaire de la loi Y% car la loi Y% est obtenue en prenant la norme de la
projection d’une loi normale sur un cone et la loi X%EO) est obtenue en projetant
la méme loi sur le cone polaire du précédent.

1.6 Expression de la loi de y%

Comme dans le cas des tests d’hypothéses d’isotonie on avait besoin de
connaitre ’expression des coefficients p(¢, k) on a besoin maintenant, pour déter-
miner complétement la loi Y%, de connaitre I'expression des coefficients ¢(j, k).

Définition : Soit A une matrice carrée kxk définie positive et symétrique on
appelle probabilité orthante pour la loi normale N(0,A) et on la note P(A),
la probabilité qu'une variable aléatoire multinormale de moyenne nulle et de
matrice de variances et covariances A ait toutes ses composantes positives.

t o4
P(A) :fH mexpf% I’A 11’d$:fH d(N(O,A))
H désigne le quadrant positif de RF

Soit K =1,...,k

Soit M C K on note M’ = K\M

n(M) = Cardinal de M

Y est la matrice des variances et covariances des Y;i € M
Y, v désigne la méme chose sous la condition Y; =0 si j € M’
On a le résultat important suivant :

Proba(y% > c) = Z Proba(xi(M) > c)P((Sa) P (S )
0CMCK
Ce résultat est dit & A. Kudo (1963).
De 14 on peut déduire de fagon immédiate la valeur des coefficients ¢(7j, k).
Pour la mise en ceuvre pratique des tests le calcul de la probabilité orthante
souléve quelques difficultés en effet il n’existe pas de méthodes exactes de calcul
pour les dimensions de k supérieures a 3.
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1.7 Lois de Y? décentrées

Pour I'étude compléte des tests qui ont été définis il est nécessaire d’étudier
leur puissance pour cela on a besoin des lois de ¥? décentrées.

Soit Y une variable aléatoire a valeur dans R

Y suivant une loi multinormale de moyenne h et de matrice de variance et
covariance Y connue symétrique définie positive

Y ~ Ni(h,X)
H est le quadrant positif de R¥, alors Vi35
. . )
suit la loi que nous noterons X, ;,
loi de ¥? décentrée dépendant de la matrice ¥ et du paramétre de décentrage

Expression de cette loi.
Il n’est pas possible de donner une expression simple de la loi )‘(%qh .
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Chapitre 11

MODELE LINEAIRE
GENERALISE
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II.1 Introduction

Ce modele a été introduit par Nelder et Wederburn (1972), il contient le cas
des distributions binomiales, des lois de Poisson et les lois gamma ainsi bien stir
que les lois normales.

Ce modéle a été abondamment étudié depuis ; notamment par J.R. Mathieu
(1978, 1981) dont nous utilisons les notations. Pour une étude plus détaillée
nous renvoyons a J.R. Mathieu (1978, 1981).

On dispose d’un "échantillon" w = (wy,ws, ...,wy,) tel que
-w; est une réalisation d’une variable aléatoire réelle €;
-ces n variables aléatoires sont indépendantes.

-Q; admet une densité f;(.,0,£) par rapport & une mesure .# sur R, cette
densité est non nulle sur une partie U de R indépendantes de paramétres incon-
nus 6 et &.

YueU fi(u,0,§) = exp{a(§)lviu—pu(yi) —ni(u)] +¥(uw, &)} (IL1)

Ou t; est une application linéaire connue de R™ dans R”
¢ est une application connue de R" dans R
0 appartient & © C R™
a(€) est strictement positif
1 est une application connue de R dans R
1 est une application connue de R x = dans R
7; est une application connue de R dans R

0cOCR™ s thecR —2 -~y = otif)eR

Sous des conditions de régularité on peut montrer que €2; admet pour moyenne
et variance

" og(t; . 11.2
75 () = 2™ ad()g 2 (1.2

{ Epe(i) = i’ 0 6(t:0) = p' (i)

a(§) est un parameétre d’échelle puisqu’il n’affecte pas la moyenne, il sera
considéré comme un parameétre fantéme ; de plus ce paramétre est souvent connu
et alors f; appartient a la famille exponentielle, le cas le plus important dans
lequel «(€) est inconnu est le cas d’une loi gaussienne avec une variance o2
inconnue qui est alors 1/a(§) .

On s’intéresse donc uniquement au parameétre 6 qui est le seul paramétre qui
intervient pour la moyenne et dont le role est comparable celui des coefficients
d’une régression ; en particulier si i’ o ¢ est la fonction identité et si ' est une
fonction constante on retrouve le modéle classique de la régression linéaire.
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I1.2 Modéle linéaire généralisé multidimension-
nel

Le modéle précédent ne recouvrant que le cas ou les observations sont uni-
dimensionnelles, J.R. Mathieu (1978, 1981) a introduit une version du modéle
linéaire généralisé qui recouvre des cas ou 'on a affaire avec des observations
multidimensionnelles. La situation est la suivante :

On dispose d’'un "échantillon" w = (w1, wa, ..., wy) o1

-w; est la réalisation d’une variable aléatoire a valeur Rk, Q;

-ces n variables aléatoires sont indépendantes.

-€); admet une densité f;(.,0,¢) par rapport a une mesure .# sur R¥, cette
densité est non nulle sur une partic U de R* indépendante des paramétres
inconnus 6 et &.

-fi(.,6,€) est définie sur U par

VueU fi(u,0,6) = exp{a(§)lyiv—p(vi) —m(uw)] +¢(u,&}  (IL3)

avec

- est inconnu £ € 2 () est strictement positif

-6 est inconnu § € © C R™ et O est ouvert.

-t; est une application linéaire connue de R™ dans R”

-¢ est une application connue de R” dans R¥* ott R** désigne le dual de R*

-ju est une application connue de R** dans R

- est une application connue de R x = dans R

-n; est une application connue de R* dans R

- < .,. > désigne la dualité entre R¥ et R** c’est-a-dire que < u, ¢(tif) >
est 'image de 1’élément w de U par la forme linéaire ¢(ti6)

ainsi nous avons
BeO@CR™ —1“s B 10 € R" —2 v, = 6(t:0) € R —s () € R.
On dispose de la structure statistique

& (RS, B, £i(,0,6).0 € ©,€ € 5) (11.4)

Cette structure a été étudiée par J.R. Mathieu (1978. 1981). On peut y
trouver des exemples.

Le but de notre travail est d’étudier, dans cette structure statistique, des
tests d’hypothéses restreintes sur le paramétre € semblables aux tests que 1'on
a présentés dans le chapitre I dans le cadre de la normalité.

Dans le chapitre I on a vu que les tests se faisaient sur le parameétre repré-
sentant la moyenne. On a vu aussi dans le cadre du modéle linéaire généralisé
unidimensionnel que la moyenne ne dépendait que du paramétre 6 il en est de
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méme pour le G.L.I.M. multidimensionnel, cela justifie le fait que 1’on s’intéresse
aux tests sur 6.

Dans la structure (2.4) on calcule le logarithme de la vraisemblance et on
obtient

n n

L (w,6,6) = (€)Y [< wi, d(t:,0) > —p(i) = mi(wi)] + >_(wi,&).  (IL5)

/=1 (=1

Afin de mener & bien I’étude voulue nous donnons des rappels de résultats
concernant le G.L.I.M.

II.3 - Notations - Hypothéses

I1.3.1

- Afin d’étudier la "puissance" asymptotique des tests, on considére la suite
{0n}nen de valeurs du paramétre 6 définie par :

_h,

0, =0+ — 11.6
o (IL6)

ou h, — h

On note P, et P, les mesures de probabilités de densités respectives

Hfl(79_7£) et Hfz(,enag)
i=1 =1

Pour établir les propriétés asymptotiques des estimateurs du maximum de
vraisemblance on utilise un développement de Taylor de L, (., 0, &) dans un voi-
sinage de , on suppose donc l'existence des dérivées de L, (.,0,£) par rapport
a 6 jusqu’a Pordre 3. On les note L/ (.,6,€), L(.,0,¢), L”(.,0,£). De plus on
leur impose d’étre, dans un voisinage de 6, suffisamment petites en norme.

D’autre part on impose & la densité f;. des conditions telles que ’on puisse
L (.

déduire du théoréme de Liapounov la convergence en loi de vers une

variable aléatoire gaussienne dont la matrice des variances et covariances sera

la limite en probabilité de —% ; on impose donc & cette limite d’étre une

forme quadratique positive et non dégénérée.

I1.3.2 Expressions de L/ (.,6,&), L'(.,0,¢), L(.,0,¢)

Pour simplifier I’écriture on posera

(bz:(botz
{/Li:llo@':,uod)oti (I1.7)
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¢i et p1; sont des applications de R™ dans respectivement R** et R

Ainsi nous avons

n

Li,(@,0,6) = a(§))_[< ¢(0),wi > —pj(0)]

i=1

on peut écrire
1 (0) = 1’ (7i) 0 (0) =< i/ (i), ¢5(0) >=< $(0), 1’ (7i) >

et donc

L (@,0,6) = a(§)d_ < 6i(0), wi — ' (1) > (IL8)
i=1
ot ¢(6) est considéré comme un élément de .2 (R™, R**)
¢ (7v;) comme un élément de .Z(R**, R)
on identifie Z(R**,R) avec R*

L] (w,0,€) est donc considéré comme un élément de R™* .

n

Vz € R™ [L},(w,0,6)](2) = (€)Y < [#i(0)](z),wi — 1/ () > .

i=1

De méme on a

Ly (w,0,€) = a(€)D_ < ¢7(0),wi — () > =D < p" (1) © $1(0), 6;(0) >]
i=1 i=1

Avec 1" (i) € Z*(R**, R)

on identifie Z?(R**, R) avec .Z(R**, R¥)

#(0) € 22 (R", R*)

donc L (w,0,¢&) € L*(R™,R)

V(z1,22) € R™ x R™ on a

L;';(w7 9)5)(Z1a Z2) =

€)Y < (6] (0)](21, z2), wi — 1/ (73) > = [ (vo))([#5(0)] (1), [6(8)](22))]

i=1

dans la suite on pose < u”’(7;) o ¢(0), ¢5(0) >=T;(6)

ot T;(0) € Z2(R™, R)

on a alors :
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n

Ly(w,0,6) = a(€))_[< ¢/ (6),wi — 1/ () > ~T(6)] (IL.9)

i=1

On a également
L(,6,6) =
a(€)d [< & (0),wi — i (v3) > — < &} (0), 1" () © ¢(0) > —T}(0)]
i=1

avec ¢! () € ZL3(R™ R**)

r.(0) € Z3(R™, R)
on pose IL;(0) = T';(0)+ < ¢} (8), 1" (vi) o ¢3(0) >

} = L}/ (w,0,§) € Z°(R™, R)

on a donc

n

LY (w,0,€) = (&)Y [< ¢/ (0),wi — ' (v) > —11;(0)] (I1.10)

i=1

En vue de simplifier les écritures on note
pi(@i(0) =@ ¢i(0) = ¢
ainsi de suite.

On note aussi

L7L('707£) = L”l L/ (’9’5) = L;l

ainsi de suite.

11.3.3 Hypothése sur la moyenne de §2;

Conformément & ce que l'on a pour le modéle linéaire généralisé unidimen-
sionnel on suppose que :

V0, € ©xE  ona Eye(Q) =1/ (i) = 1/ (¢(t:6))
ainsi 0 est le seul paramétre qui intervient dans ’expression de la moyenne

de Qz
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I1.3.4 Définition d’un Produit scalaire sur R™ et R™*

On suppose que pour tout € appartenant & © la forme bilinéaire symétrique

et définie positive ZF:ELG) admet une limite notée I'(#), T'(6) est elle méme
alors une forme biliznélaire et symétrique.

On suppose également que I'(0) est définie positive. On suppose que T' est
une application continue de © dans .Z%(R™, R).

0 étant un élément donné de R™ on munit R™ du produit scalaire noté
< ., >p lequel est défini par

V91,92 e R™ < 91,92 >p= [F(G)](Gl,ﬁg)

On note également I'(#) la bijection de R™ sur son dual R™* définie par

0r = [T(0)](0,) V0 e R™ 05(0') =< 61,6 >y

On peut aussi munir R™* d’un produit scalaire que l'on note aussi < ., >y
et défini par

V0T, 05 € ™ < 07,85 >9=< [D(0)]1(6), [(6)] 1 (65) >0

I'(0) est ainsi une isométrie de R sur R™*

Dans la suite on utilise surtout I' au point @ aussi pour simplifier 1’écriture
on note

I'(f) par T

I';(9) par T
<,>g par <,>

de méme < 0,6 >z=[|0]|2 par ||6]|?
I1.3.5 Conditions de régularité sur les dérivées de L, (.,0,¢)
Si B(#, p) est définie de la maniére suivante

B(0,p) = {0,110 — 0] < p}

On suppose que pour tout nombre p positif les applications
1 111

Lok, ol ul! @l T1; sont bornées sur B(6, p)

I1.3.6 Condition concernant 2; — 1}

On suppose qu’il existe un nombre strictement positif J ainsi qu'un voisinage
de 0 que l'on appellera V(0) tels que :

Sup  Epel|| — pi|[P*°] < d < 400
i€N,0€V (0)

11.4 Estimateurs de ¢

Dans le modéle linéaire généralisé la détermination de ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance pouvant poser quelques difficultés pratiques on considére
la classe d’estimateurs 6,, satisfaisant
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v

L 1/(.,0,) — 0 en P, Probabilité (1111)
ZL(/n(6, —0)/P,) a une limite '

Pour montrer que cette classe est non vide on montre qu’il existe une solution
des équations de vraisemblance satisfaisant la seconde condition, pour cela on
peut étudier la limite en loi de L!, & la fois pour la valeur § et pour la valeur
6, (on rappelle 0,, = 0 + %) du paramétre 6, la seconde se déduisant de la

premiére une fois montrée la contiguité des suites {P,} et {P/}.

I1.4.1 Limite de .Z(%/P,)

Proposition II.1 : Sous les conditions 1.3

Z(/Pu) = N(0,a(6)T) )

Loi normale de moyenne nulle de matrice de variances et covariances «(§)T.

I1.4.2 Contiguité de {P,} et {P.}

Définition : Soit (€2, (,,) une suite d’espaces probalisables { P, } et { P} } étant
deux suites de mesures de probabilités sur (£2,,,); ces deux suites sont dites
contigués si pour toute suite {7, } de variables aléatoires définie sur (2, 7,) les
deux propriétés sont équivalentes.

T, converge vers 0 en P, probabilité

-T,, converge vers 0 en P/ probabilité

Proposition I1.2 : Sous les conditions 7.3

Les deux suites {P,} et {P)} sont contigués.

En conséquence si une suite de variables aléatoires T,, converge vers 0 en
P,-probabilité ou en {P} }-probabilité on dira simplement que T,, converge en

probabilité vers 0 et on notera T;, 2 o

Remarque : Si {P,} et {P!} sont contigués, T}, converge vers une constante
a en P,-probabilité est équivalent a T, converge vers a en {P), }-probabilité; en

effet T,, P g est équivalent a T,, — a 0.
Pour une étude de la contiguité on se référera a Roussas (1972).

o . L
I1.4.3 Limite de .,2”(\/—%/3;)
Proposition I1.3 : Sous les conditions 11.3
z(%/m) — N(a(&)T(h),a(6)T)
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I1.4.4 Comportement asymptotique de ’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance

Proposition I1.4 : Il existe une solution unique de I’équation
L (,0,§)=0 (I1.12)
qui converge vers @ en probabilité; on la note én

On note T',, = T'(6,)
onal, £, r
En effet 0, —— 0 et application I est continue de © dans £?(R™, R).

Proposition IL5 : Sous les conditions I1.3 et si 6, est la solution convergente
de (2.12), on a les résultats suivants.

g(\/ﬁ(én - g)/Pn) - N(07 ﬁfil)
et

L0, 0)/PL) = N(h, HsT)

I1.5 Structure gaussienne tangente

én désignant une statistique quelconque satisfaisant la condition (I7) on peut
montrer que 0,, est trés voisin de estimateur de 6 dans une structure gaussienne
tangente.

Soit Y; la variable aléatoire a valeur dans R™ définie de la maniére suivante :

Yi(wi) =T7! < @h,wi — ), > +0 (I1.13)
ot ¢, € L(R™ RF)
~ =< Phw; —p, > € R™
w; — pi € R¥

et posons

. “Y;
0, = Z; (IL.14)
i=1

Proposition I1.6 : Sous les conditions I7.3
Vi, —6,) —L—0

et ~ ~ -
L (B, —0)/PL) — N(h, 55T

On peut interpréter ce résultat de la maniére suivante :

Si'Y; était une variable aléatoire suivant une loi N (h, ﬁf‘_l) , on dispose-
rait d’un échantillon y = (y1, Y2, ...yn) avec y; = Y1(w;) de telle fagon que 'on
peut se placer dans la structure statistique suivante :
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m 1 T m *\n
{R ,%Rm,Nm[G,@F 1 0 e R™, a(é) e R} (I11.15)

Le logarithme de la vraisemblance serait alors :
n
Ln(yv 97 f) = Cte - %Za(g)f(yl - 97 Yi — 9)
i=1
lestimateur du maximum de vraisemblance serait alors :
n }/’L -

>,

i1

La proposition I1.6 justifie a posteriori I’appellation de structure gaussienne
tangente.

Pour plus de précisions sur la notion de structure gaussienne tangente on
renvoie le lecteur a Lecam (1969), Roussas (1972), Mathieu (1978) Les démons-
trations des propositions I1.1, I1.2, I1.3, I1.4 I1.5, I1.6 peuvent étre trouvées dans
Mathieu (1978, 1981).

La plupart de ces résultats ont été démontrés aussi, dans un cadre légérement
différent, dans Philippou et Roussas (1973, 1975).
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Chapitre 111

TESTS DU y? DANS LE
MODELE LINEAIRE
GENERALISE
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IT11.1 Introduction

Soit la structure statistique précédemment considérée

%1{]}'{]@7‘@]I{k7f1(707£) 0eco geE}

ou
fi(u,0,€) ala forme donnée au chapitre 17(4)

Soient les hypothéses

H : 6,>0 Yi=1,...,m
H1 . H \ Ho

On s’intéresse dans ce chapitre au test de I'hypothése Hy contre I’hypothése
H,.

C’est par abus de langage que 'on dit test de Hy contre H, car il s’agit en
fait de Hy x = contre H; X =; c’est-a-dire qu’aucune des hypothéses évoquées
n’impose de contrainte a £, £ joue le role de paramétre fantéme. C’est donc aussi
par abus de langage que 'on dira que I’hypothése Hj est simple. Ce travail peut
étre considéré comme une généralisation de ce qui a été fait au chapitre I au cas
ol les lois ne sont pas normales. En 1978 Robertson et Wegman ont présenté
une extension des tests d’hypothéses d’isotonie dans le cas ou 'on a affaire & la
famille exponentielle. Notre travail découle de la méme idée de généralisation,
seulement nous nous plagons dans le cadre du modéle linéaire généralisé mul-
tidimensionnel et au lieu de considérer les hypothéses d’isotonie on considére
les mémes hypothéses que Kudo (1963) Kudd et Fujisawa (1965) Kudo et Chol
(1975). De maniére évidente, dans le modéle linéaire généralisé, de nombreux
types d’hypothéses, imposent des contraintes d’inégalités aux composantes du
parameétre €, peuvent se ramener, par un simple changement de variables, aux
hypothéses que ’on considére ; en effet 6 intervient toujours dans le modéle sous
la formé ¢;0 , ou les t; sont des applications linéaires connues, donc pour changer
la forme des hypotheéses il suffit de changer de ¢;.

On s’intéressera aussi dans ce chapitre au test de I’hypothése H contre I’hy-
pothése R™\ H.

L’idée du travail est classique, en statistique asymptotique, il s’agit d’obtenir
des statistiques de test de Hy contre H; dont la distribution asymptotique se
déduira de la normalité asymptotique de certains estimateurs. Dans ce qui nous
intéresse on cherche des statistiques dont les distributions asymptotiques seront
des lois de ¥2. Robertson et Wegman (1978) ont montré que le test du rapport
de vraisemblance des hypothéses d’isotonie dans une famille exponentielle était
fait a partir d’une distribution asymptotique de ¥? correspondant 4 un ordre
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et & des poids déterminés. Par analogie la loi de ¥ que nous obtenons dépend
d’une matrice & déterminer.

II1I.2 Estimation de ¢ sous contrainte d’apparte-
nance a un cone polyédrique convexe

Afin de pouvoir établir la statistique du test du rapport de vraisemblance
de 'hypothése Hy contre ’hypothése H; 1l est indispensable de disposer d’une
estimation de 6 sous la contrainte H. H étant un coébne convexe polyédrique,
La solution des équations de vraisemblance sous la contrainte H peut s’avé-
rer trés délicate et on peut dans certains cas étre amené & ne connaitre que
des valeurs approchées de l'estimateur du maximum de vraisemblance; on se
demande donc si la projection de én(w) sur H, ou 0,, est l'un quelconque des
estimateurs de satisfaisant la condition I7(11) ne constitue pas une approxima-
tion satisfaisante de I’estimateur recherché permettant de construire un test de
Hjy contre H; ayant les mémes propriétés asymptotiques que le test du rapport
de vraisemblance.

L’hypothese nulle étant simple, dans ce chapitre, on considére 6 =0.0,
étant une statistique satisfaisant I7(11) on note fp, la projection de 6, sur
H au sens du produit scalaire défini par I'. De méme que pour lestimateur
6,, on veut montrer que éH n est proche d’une statistique que 'on peut définir
dans la structure gaussienne tangente ; on introduit donc ’estimateur 0 oy def
sous la contrainte H dans la structure I7(15). 9H » est la projection de 6, sur
H au sens du produit scalaire défini par I'. On voit donc ici aussi qu’il est né-
cessaire de posséder une méthode de projection sur un céne convexe polyédrique.

Proposition ITI.1 : Sous les conditions 11.3
\/ﬁ(é[{’n — éH,n) L) 0

Démonstration

Cela est di au fait que l'on ait, d’apreés la proposition II.6,

4D (9 -0 n) L 50 et au fait que la prOJeCthD sur un convexe fermé est
une application contractante i.e. [|0g, — g |l < |00 — Onl|-

Si nous avons pu jusqu’a présent négliger le paramétre £, afin de construire

des statistiques de test on est contraint de posséder une estimation de «(§) on
fait la supposition suivante
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I11.3 Conditions sur ¢

Il existe un estimateur convergent de &, on note cet estimateur f , de plus
on suppose que la fonction a de = dans R est continue et qu’il en est de méme
pour la fonction ¥ (u,.).

Ainsi on dispose de «(§) estimateur convergent de «(€).

La connaissance d’un estimateur convergent de a(€) est souvent assurée par
le fait que a(€) est connu, cette condition est satisfaite aussi dans le cas gaussien
avec ¢? inconnu. _

On pose Ty, = no(§)|0mn

| 2

II1.4 Distribution asymptotique de Ty

On utilise le lemme suivant que 'on trouvera dans Billingsley (1968) par
exemple
Lemme : X, £ . x X,, et X sont des variables aléatoires & valeur dans

un espace topologique sur cet espace ho X,, = h(X,,) et ho X = h(X) sont des

variables aléatoires et h(X,,) £, h(X).

Proposition I11.2 - Si X,, — N,,(0,X)
Si Xy, projection de X, sur H (le quadrant positif
de R™) au sens du produit scalaire I'~!
alors || Xprl[3 — X2
de méme si X,, — Np,(h, X)
alors || X g n|l3,-1 — X%, (loi de X* décentrée)

Cela découle immédiatement du lemme, de la proposition 1.5 et de la défini-
tion des lois de ¥2 décentrées.

I1I.4.1 Distribution de Tj , sous P,
On sait que Z(v/n 0,/P,) — N(0, ﬁf‘l)
d’aprés la proposition II1.2 et comme 9~H7n est la projection de 6, sur H
on a o 5
f(n Oé(é-) F<9H7n7 9H7n)/Pn) - X%—l'
autrement dit :
g(THO,I / Pn) — )_(1%—1 .
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II1.4.2 Distribution de Tj  sous P,

Ona (Vi 6,/F) — N(h, 55T

d’aprés la proposition II1.2 on a donc

L al€) TOun,0mn)/P) — Xp-1
soit

LTy, | Ph)—=Xpa,
X3, désigne la loi de x* décentrée dépendant de la matrice ™" et du
paramétre de décentrage h.

I11.5 Un test de H, contre H;

Pour faire le test de Hy contre Hy on peut procéder de la fagon suivante :

On définit la statistique 71 g, , par :

Tie, =n (&) [|0m.n]?

et on définit un test de la maniére suivante
rejet de Hy pour T g, , >4

Soit ¢17H0,1 = ]1{T1.H0,1 >0}

Proposition I11.3 : Sous les conditions 7.3 et I11.3 on a le résultat suivant.

P
Tywy, = Tpyy, —— 0.

Démonstration : D’apreés la condition I71.3 é N £

a(§) —— a(§)
d’aprés la proposition III.1 on a
\/ﬁ(éH,n - éH,n) —>P 0
Ty my, — Tag, , = n(0mnl* = na(€)]|0mnl* =
na(€) (|10l = 10m.n]12) + 7|0 n][*((§) — (€))

V1 0, a une limite en loi

d’ott /n Op,, a une limite en loi
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A2

donc n||0g,, ||* a une limite en loi

donc n\|§H,nH2(OZ(§C) —a(f)) —=0
on a aussi n(||9AHn||2 — ||§Hn||2) L0

d’ou le résultat.

Remarques

Pour faire un test de niveau asymptotique «, on utilisera le fait que sous Hy,
Ty, , tend vers une loi de )‘(%,1 la valeur [, pour laquelle on rejettera Hy sera
définie & partir de cette loi. De méme pour calculer la "puissance" asymptotique

1. . 72

on utilisera la loi Xt-1.1

Il est important de noter que la loi )Z%,l dépend de la vraie valeur du para-

meétre 6, comme ’hypothése Hy est "simple" (& € prés) il n’y a pas de probléme.

I1I.6 Test du rapport de vraisemblance de H, contre
H,.

On définit la statistique T g, , de la maniére suivante :

T2,H011 == 2[Ln(7 éAH,naé;) - Ln(a éHoA,TL?é)]
= Q[Ln(a 9H,na§) - Ln('v 0,5)]

et on définit le test du rapport de vraisemblance par
rejet de Ho pour 15 p,, > ¢
Soit ¢2aH0,1 = ]1{T2,H0,1Z€}

Proposition II1.4 : Sous les conditions I1.3 et I11.3

P
T27H0.1 - Tﬁoyl 0.

Démonstration :

T2»H0,1 = 2[Ln('a éH,n

de méme

Tg,, = naOl0mnl* = na@)(l0all* — 100 — Omull?)

36



TQ,Ho,l_TH(,l: [ ( é é)A_LnA(wéHo,naé)]jnagg)HénHz
- [ ( Gnag) L ( eH,nzg)]—i_na(g) n

Dans Mathieu (1981) proposition 9 il est montré que

2(Lo (40 €) = L+ G110 s )] = n(©)]16 12 —— 0

On doit montrer que

2(Ln(-+0,€) = L (010, )] =~ ()| — O[> —— 0

Ln(wéH,mé)_Lﬂ('vén?é)_ [L;’L( 7 )] eHn_e )
— LI 0, ) (Bt — O Ot — 0) —— 0

1 / jo¢ P
T L (.0, —0

Vv 6, aune limite en loi.
\/ﬁ(én - éHn) est la projection de 6,, sur le cone polaire de H
d’ou \/ﬁ(én — éHn) a une limite en loi
3 L0, 8) (V010 — 0n)) —— 0
1L (00, 6) =T =0
done 2L (-, 0s1,1,€) = L (0, O + na(E)10s1.0 — Ol [2 = 0
P

on a no‘(é)HéH,n - énHQ - na(§)||éH,n - én||2 —0

d’ou le résultat.
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Remarque : La démonstration du fait que

2L (v 0, €) = Lin(c, O11,, €)] = nc(€)]10 — O ]2 —2— 0

est analogue & la démonstration de la proposition 9 de Mathieu (1981) on
utilise en effet le fait que \/n(fg,, — 6,) ait une limite en loi dans Mathieu H
désigne un sous-espace de R™ dans notre cas H désigne un céne convexe poly-
édrique cela n’ajoute aucune difficulté.

Remarque : On aurait pu s’intéresser au test de Hy contre H; dans le cas ou

Yl

Hy : 6= <:>9i:97i Vi=1,..n

Hgl

Y

6;, Vi=1,..n
H, : H \ Hy
dans ce cas les résultats sont quasiment identiques, il suffit de considérer
Ty, = na(©))|0r,n — 0|
Ty 1y, = na(€)||0s,n — 02
Ty, by, = 2[Ln (s 081, €) = Ln(., 0, 6))]

Remarque : Les deux tests ¢1 5, , et ¢2 n,, sont asymptotiquement équiva-
lents, c’est a dire que I'événement {|d1,r1, , —P2,1, .| 7# 0} est asymptotiquement
de probabilité nulle pour P, et P..

En effet, soit € > 0

G110, = W1y g, >03

b2.00, = W1y, 4y >0

01,001 = G2,H0.1 | S W1y pry  ~To mg 12 + Ly py , <tte T Loty g | <tte

Soit v > 0

si n est suffisamment grand et e suffisamment petit.

P
comme 11 g, — THO LT 0

P
To.11, — gy, —— 0
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P
onaTy gy, —Tomgy, —0
et Pn(|T1,H0,1 - T27Ho,1| > 6) < %

onaP,({ <Typg,, <l+e€)<

w2

Pn(f < TQ’HU)I < £+6) <

w2

d’ou E[|¢1,H0,1 - ¢27H0,1 l] <7
c’est-a-dire
Pﬂ[ |¢17H0,1 - ¢27H0,1| 7& O} <7

d’ou le résultat.

IT1.7 Tests de H contre R\ H

On peut, comme on 'a fait dans le cas des lois normales au chapitre I para-
graphe 5 s’intéresser au test de I’hypothése H

H : 6;,>0 Vi=1,..,m

contre ’hypothése R™\ H.
On pose donc

Ty = na(§)||6‘~n - éH’n||2'

On va comme dans le cas des tests de Hy contre Hq construire des statistiques
de tests dont les distributions asymptotiques seront égales a celle de Tz On a
donc besoin de connaitre la distribution asymptotique de 1.

On établit un résultat qui va nous permettre de calculer la distribution

asymptotique de T’z
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Proposition II1.5 : Si X,, — N,,,(0,%)

X pn projection de X,, sur H au sens du produit scalaire

induit par 7!
||Xn - XH,n

a la proposition 1.8

[ ;g%z(,) loi de x? définie

Cela découle du lemme du paragraphe 1.4

Corollaire : (T'5/P,) — X%r—w)

En effet £(v/n6n/Pp) — N(0, 75T 7)

éH,n étant la projection de 0,, sur le cone convexe H d’aprés

la proposition précédente on a
,,?(Tl Oé(f) I_1(971 - HH,’H,)H’R - aH,n)/Pn) - X%ffLo)

Soit 6 quelconque 6 € H.

On note Py, la mesure de probabilité de densité

IT 56,9
=1

On ne peut montrer dans le cas général que I’hypothése Hj est la sous hy-
pothése de H asymptotiquement la plus défavorable dans le sens oul le niveau
asymptotique des tests, que ’on pourrait construire avec des statistiques équi-
valentes & T'5, serait maximal sous Hy. C’est-a-dire que I'inégalité

Ve >0

lim Pyn[n a(§) ||én - éH,nHZ >c] < nlggopn[” () Hén - éH,nHQ > c]

n—oo

n’est pas nécessairement vérifiée.

Une inégalité équivalente est vérifiée dans le modéle qu’étudient Robertson
et Wegman (1978), les lois de ¥? asymptotiques qu’obtiennent ces auteurs sont
moins dépendantes de la vraie valeur du paramétre que dans notre cas. Toutefois
si # n’est pas sur la frontiére de H 'inégalité est vérifiée.

Cette inégalité est aussi vérifiée, bien sir, dans la situation ou on étudie le
cas normal (voir proposition 1.7).

Pour ces raisons et pour des raisons de commodités on étudiera donc le com-
portement des statistiques de test sous Hy.
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IT1.7.1 Un test de H

On considére que la condition I11.3 sur £ est toujours valable et de maniére
analogue & ce qui a déja été fait précédemment, on considére la statistique 77 g
définie par R R .

Tow=n o) 10n—Ornll

et on définit le test de H par
rejet de H pour 11 g > ¢

soit QJ)LH = ]I{Tl,HZl}

Proposition IT1.6 : Sous les conditions I1.3 et 111.3

Ty —Tig —— 0

La démonstration est semblable & la démonstration de la proposition III.3.
On utilise le fait que /n(6,, — 0,,) —L L 0et VO n — Omn) 2.0

I11.7.2 Test du rapport de vraisemblance de H

On définit une statistique de test par

TQ,H = Q[Ln(-a éna g) - Ln(" éHJL’ é)]
et on définit le test du rapport de vraisemblance par rejet de H pour Ty g > £

soit ¢2,H = H{T2,HZZ}

Proposition II1.7 : Sous les conditions I1.3 et 111.3

Ty — Ty —— 0

pour la démonstration, voir la démonstration de la proposition I11.4
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I11.7.3 Test des multiplicateurs de Lagrange.

On est conduit, pour faire les tests, précédents, & obtenir une estimation de
0 sous contrainte d’appartenance a un cone convexe polyédrique.

H étant toujours défini de la méme maniére on s’intéresse a 'estimateur du
maximum de vraisemblance sous la contrainte 6 € H.

Soit Ly (w,0,€) le logarithme de vraisemblance. On cherche éHn tel que
Ln(w,éH)n,f) = max L, (w,0,¢) Si la fonction qui a 6 associe L, (w,0,§) est

concave, c’est-a-dire si la vraisemblance est Log-concave, I’estimateur du maxi-
mum de vraisemblance sous la contrainte H sera solution du systéme suivant :

L}, (w,0,8) — a(HAw) =0
e H

ot A désigne un multiplicateur de Lagrange A\(w) € R™ et toutes ses com-
posantes sont positives c’est-a-dire que A\(w) € H

Pour plus de détails sur les multiplicateurs de Lagrange dans le cas d’appar-
tenance & un polyédre voir Rockafellar (1970). On peut donc se poser la question
de savoir s’il est possible de construire un test de H en utilisant ce multiplicateur,
car ce multiplicateur est d’autant plus "grand" que I'on est "loin" de 'hypothése
H.

Apparemment on est géné par le fait que ces multiplicateurs n’existent que
dans le cas ou le logarithme de la vraisemblance est une fonction concave. Or
ceci est le cas lorsque l'on affaire & un structure gaussienne et lorsque la struc-
ture n’est pas gaussienne on renonce & avoir des résultats exacts pour obte-
nir des résultats asymptotiques. De plus méme dans le cas de la concavité du
logarithme de vraisemblance la détermination simultanée de l’estimateur du
maximum de vraisemblance et du multiplicateur de Lagrange peut s’avérer trop
difficile, on renonce a les chercher et on considére 0 H.n défini comme précédem-
ment et on recherche une quantité A, dont la détermination sera aisée et telle
que L;(w,éH’mf) — a(f)j\n converge en probabilité vers 0. Dans le cas ou le
logarithme de la vraisemblance n’est pas concave on peut se demander si la
quantité 5\n définie de la méme maniére que pour le cas ou cette concavité est
réalisée, a un sens et si elle a des propriétés asymptotiques intéressantes.

On peut définir A le multiplicateur de Lagrange dans la structure gaussienne
tangente. On peut se demander si An et A, sont "proches" asymptotiquement.

Dans R™ et R™* on utilise le produit scalaire induit par I.

Définition : éHn étant la projection de én sur H au sens de T’
On définit A,, & valeur dans R™* par

)\n = nf‘(QH,n — On)
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j\n existe et est unique.
De plus comme on l'a déja vu /n(0g ., — 0,) a une limite en loi et
(QAHJL —0,) —— 0 en utilisant ces résultats et en appliquant exactement la

méme méthode de démonstration que Mathieu (1978 proposition I1.6) on a le

résultat suivant :

Proposition IT1.8 : Sous les conditions 11.3

(L0, 0110, €) = @(©)An] —— 0

9~H7n désignant la projection de 6,, sur H au sens de T.

On définit A, par
)\n = nf‘(@H’n — Q)n)

En utilisant la méme démonstration que Mathieu (1978 proposition I1.7) (la
seule chose qui change dans les démonstrations, c’est la signification de H dans
le cas de Mathieu c’est un sous espace dans le notre c’est le polyédre déja défini).

On trouve le résultat suivant :

Proposition II1.9 : Sous les conditions 1.3

A partir de 1a on peut maintenant définir les tests des multiplicateurs de

Lagrange.
On définit T3 g par

Ty = OO0 (A, An) = 2&)1%,, |2

et on définit un test de H par
rejet de H pour T3 g > £
soit ¢35 = Ly1, ;>0
On définit aussi la statistique Ty g par
Tym = 2T L (0 n, ), Ly (- Om, 6)]
= 2L (s O, )2

et on définit un autre test de H par
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rejet de H pour Ty g > ¢

SOit ¢4,H = ]1{T4,H2€}

Proposition IT1.10 : Sous les conditions I1.3 et I11.3

Ty — Ty —— 0

et P
T4,H _Tf{ —0

Démonstration : 1 [|A,[|? — 2[|A,|[? N

%H;‘nHQ = nHéH,n - én||2

a(é) = a(€)
R

d'ott 2 |3,[12 = na(&)||fan — 012 —2— 0

donc Tz gy — Tz 0

comme ﬁ[L;(.,éH,mf) —a(&)A] L0

on a aussi

Tyt — na(€)||0s — 02 —2— 0

On a donc quatre tests de H, ces quatre tests sont asymptotiquement équi-

valents dans le sens précédemment défini. Ce résultat se montre de maniére
analogue a ce qui a déja été fait pour Th g, , et To g, , -
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Chapitre IV

UNE EXTENSION DES
TESTS DU 2 AU CAS OU
[’HYPOTHESE NULLE EST
COMPOSEE DANS LE
G.L.I.M.
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IV.1 Introduction : étude dans le cas normal

(Voir Barlow et coll. 1972 p. 179-180).

On considére la structure statistique suivante :
(R™, B, {Nm (1, 3), pe€R™}H"

Soit g une application linéaire surjective de R™ dans RY ¢ <m

On considére les hypothéses suivantes :

Hy : g(p)=0

H : g(p) > 0 c’est-a-dire toutes les composantes de g(u) sont positives.
H1 . H \ HO

On veut tester Hy contre H;
On montre facilement que ’on peut se ramener & la situation suivante :
Soit u € R™ on écrit ‘u = (p1, ..., fm)

= (‘Ll,l, ooy Mgy Hg1y eees ,Ufm)

on note ‘) = (1, -, fiq)
et on considére les hypothéses
Hy t/.t[l] =0 u; =0 Vi=1,..,q
H : t,u[l]ZO<:>,ui20 Vi=1,..,q
H1 . H \ HO

et on s’intéresse au test de Hy contre Hy

il suffit pour cela de changer de matrice de variances et covariances. On se
contentera donc d’étudier cette derniére situation. L’estimateur du maximum
de vraisemblance de p sous contrainte est bien sir

y=iyw
=1

La statigtique du test du rapport de vraisemblance de Hy contre Hy est

X =Yg — Y, |3 ~

Yy désigne la projection de Y sur H au sens de 1
Yy, désigne la projection de Y sur Hy au sens de $1
t}_/ = (Y1, Yy, Yora, o, Yon)

Yy = (Y1,....Y)
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Y11 Yo
on pose X7l =
Yo1 X2

311 matrice ¢ X ¢
Y12 matrice ¢ x (m — q)
Y1 =" 1o

A11 est définie par

A= (S — D12 B Zo1)7t

15 est la quantité qui minimise *(Y}y) — p)ATE (Y — p1)
il est montré dans Barlow et coll. (1972) que

2 *||2
2 =l

On en déduit donc que si u € Hy la statistique du test du rapport de vrai-
semblance suit la loi )212\11 c’est-a-dire la loi de ¥? dépendant de la matrice Aq;.

On note H(X) = (Z11 — S12 L5y To1) ' =An

On remarque que si g =m (X)) =X
et I'on retrouverait le test de Hy : € = 0 contre
H1 :H\H() ou H : Hi Z 0 Vi= 1,...,m.

On voit donc que si l'on se situe dans le cas des lois normales il n’y a pas
de grosses difficultés supplémentaires. Toutefois pour une étude plus poussée on
renvoie le lecteur & Barlow et coll (1972).

IV.2 Etude dans le cadre du modéle linéaire gé-
néralisé

L’extension des tests d’hypothéses linéaires composées contre des hypothéses
polyédriques dans le cadre du modéle linéaire généralisé pose certaines difficul-
tés spécifiques dues essentiellement au fait que pour ’étude des tests on se place
dans une structure gaussienne tangente (voir ce qui a été fait au chapitre III).
Lorsque I’hypothése est simple (en ) on considére la structure gaussienne tan-
gente en ce point unique et connu, Maintenant I’hypothése nulle étant composée,
on va avoir des problémes notamment pour connaitre les valeurs de rejet des
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tests car ces valeurs dépendront de la matrice des variances et covariances de
la structure gaussienne tangente en la vraie valeur du paramétre laquelle n’est
pas connue.

On se place donc dans la structure précédemment envisagée

.él{le“@]kafi('voag) 0 S (C] f S E}

ou f;(u,6,£) ala forme explicitée au chapitre IT voir (3) de la méme maniére
que précédemment on s’intéresse au test de I’hypothése

Hy : g(6) = 0 ou g est linéaire surjective de R™ dans R? contre I'hypothése
Hy

H, : H \ Hy

o H : g(f) > 0 c’est-a-dire toutes les composantes positives.

On peut montrer aussi que ’on peut se ramener & la situation suivante
t0 = (01, ....,04,0041, ., Om)

tﬁm = (61,...,0,)

Hy : "9 =0 ie 6;=0 Vi=1,.4

H 9120 VZ:L(] H1 : H \ HO

On veut tester Hy contre H;

En effet il existe h bijection linéaire de R™ dans R™ telle que

{0 /9(0)=0}=1{6 /h(#) a ses q premicres composantes nulles}

de plus dans le modéle linéaire généralisé 6 intervient sous la forme ¢;60 ou t;
est une application linéaire connue.

On reparamétrise ;0 = t; o h=[h(0)]

On remplace 6 par h(6)

et on remplace t; par t; o h™1

IV.3 Problémes d’estimation de 6 sous contraintes

0, désigne un des estimateurs de € sans contrainte vérifiant les conditions
I7.(11).

6, désigne l'estimateur de # dans la structure gaussienne tangente tel qu’il
a été défini au chapitre I1.
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on considére § € H,
On rappelle que 'on note
[(,) =T, et (@) =T

Comme précédemment on ne va pas chercher explicitement I’estimation du
maximum de vraisemblance sous les contraintes Hy et H. On va considérer de
maniére analogue & ce que 1'on a déja fait les estimateurs suivants de 6.

éHo,n projection de 6, sur le sous-espace Hy au sens du produit scalaire
défini par I',,.

éH,n projection de 6,, sur le cone polyédrique H au sens du produit scalaire
défini par I',,.

De méme on considére les estimateurs de 6 dans la structure gaussienne tan-
gente.

011,.n Projection de 6, sur Hy au sens de T'.
Om.n projection de 6, sur H au sens de T.

Les propriétés de QAHO,n et 9~H07n ont été étudiés par Mathieu (1978, 1981) et
on a notamment la proposition suivante :

Proposition IV.1 Sous les conditions I1.3

\/ﬁ(éHo’n - éHom) £ 0

On a aussi le nouveau résultat suivant :

Proposition IV.2 Sous les conditions I1.3

5 P

\/’FL(GHJL - éH,n) —0

Démonstration :
Pour les besoins de la démonstration, on va introduire un nouvel "estima-
teur" de 6.
I est la projection de 6, sur H au sens du p.s. I, en fait plus quun

estimateurs 6% ,, est une variable de travail.

On va montrer dans un premier temps que v/n(0,, — O%r ) £ 0

H est un convexe fermé, 0y, étant la projection de 6,, sur H au sens de I',
est caractérisé par I'inégalité suivante :

Vhe H Y6, —0gn)Tn(h—0g,) <0 (Ch)
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de méme 0%, étant la projection de 6, sur le convexe H au sens de I est
caractérisé par 1’inégalité suivante :

Vhe H Y0, —03,)T(h—05,) <0 (Cs)

On calcule la quantité suivante :
A HeHmA_ 9?1,71”12“” =* (eHm - efi,n)rn(‘gn - 92{,71) =
t(eH,n - Hn)Fn('gH,n - 9;{@) +t (en - eﬁ,n)rn(eH,n - ‘gilm)

Comme 03;,, € H d’aprés C; on a

YO — 0n)Tn(On — 05,,) <0 d’ott Pon déduit 'inégalité suivante :

1070 = 051, <" On = 051, ) L0 Orrn — O31.) =
t(e’ﬂ - e;i,n)(rn - F)(GH,W - H;I,n> +t (671 - H;I,n>F(9H,TL - 9;1,77,)

Comme HAH,n € H on a d’aprés Co
d’ou 'on déduit
HéH,n - 9?1,71”12“" St (én - 6}({,77,)(1—‘" - f)(éH,n - 9;1,71)

On note || . ||e la norme euclidienne ordinaire sur R™ on munit l'espace
des matrices d’une norme quelconque.
On a l'inégalité suivante :

10r1, = 031,012, < CtellUo =TI 116 — O3 0lle 110z, — 051 0l

la constante Cte ne dépend que du choix de la norme sur I’espace des ma-
trices.
On a aussi la relation suivante

A 2
0r,n—0% ,IIT,,

H@H,n — aif,nHe < NG

ou /\511) désigne la plus petite valeur propre de la matrice I',,.
Les deux inégalités précédentes impliquent :

10510 = Of IR, < ~FSITn =TIl 110 = 0570l

VA

/\,(11) existe et est strictement positif car I',, est supposée définie positive.

Vn(0, — 0) a une limite en loi
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0%, projection de 0, sur H au sens de T

comme 0 € Hy

(03, — 0) est la projection de (f,, — 0) sur H au sens de T.

On note H? le cone polaire de H pour le p.s. T

(0 — 07r.,) est la projection de (0, — 0) sur HO au sens de T d’out
(6, — 0% ,) a une limite en loi

b, —— 8

I, 2T = |T.-T|—£=>0

On en déduit que

e T 2 * P
e |0y =TI {[v/n(n — 0%,)|| —— 0
VA
P

dott \/n(0f,, — Orr.n) — 0

de plus on a le résultat suivant
A 5 P
vn(l, —6,) —— 0
La projection sur le convexe H au sens de I' étant contractante
VR =0, —— 0
H.n H,n

Il s’ensuit que :

\/ﬁ(éH,n - éH,n) L) 0

Corollaire : Sous les conditions I71.3

(éH,n - én) L’ 0

En effet [\/ﬁ(émn —0,) - V0%, — 0n)] ——0

Comme /n(0% ,, — 0,,) converge en loi
\/’E(HH,H

—6,,) converge en loi
et donc (g, — 6,)

N

On considére que les conditions I171.3 sur £ sont valables et on définit la
statistique suivante :
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Tp,, =na(€) 1m0 — Oron

| 2

On va d’abord établir la distribution asymptotique de T ensuite on
construira des tests de Hy contre H; & partir de statistiques asymptotique-
ment équivalentes & Tz |

0,1

IV.4 Distribution de Tflm sous P,

On sait que Z(\/n(8,, —0)/P,) — N(0, ﬁf‘l)

Otn — Oty = (O — 0) — (Orzgn — 0)
HNHO,n —fGestla projection de én — @ sur Hy ausens de ' car 8 € Hy.
de méme

éHyn —festla projection de én — @ sur H ausens de T

Proposition IV.3 Si X,, — N,,,(0,X)

Xin projection de X, sur H au sens de X!
XH,,n projection de X,, sur Hy au sens de X*
alors [|Xpn — Xp /g0 — )—(3}(2)

La démonstration se fait comme celle de la proposition II1.2 On utilise la
définition de X?p(z) du IV.1.

On déduit de cette proposition le résultat suivant

Z(THO,I/PH) - Xi(f‘—l)'
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Remarques : On pourrait définir, comme dans le cas du test d’une hypothése
simple, ce qu’est une loi de %2 décentrée obtenue dans le cas du test d'une hy-
pothése nulle composée.

On pourrait a partir de la trouver la distribution asymptotique de T |
sous P! et a partir de la étudier les "puissances" asymptotiques des tests de Hy
contre H;. Ce travail souléve de gros problémes de calcul.

On constate dans ’expression de la loi asymptotique de Ty, , que, sous hy-

pothese nulle, cette loi dépend de la matrice I' qui elle dépend de la vraie valeur
du parametre 6 donc si [, 5 est défini par

¢, g en général inconnu dépendant de 0.

On définit une statistique de test de la maniére suivante

T, 1y, =na(§) Th(0m, — éHo,na éH,n - éHg,n)
= na(é) ||éH,n - éHo,nHIQ“n

Proposition 1V.4 Sous les conditions I1.3. et I11.3.

P
T17H0,1 - Tﬁo’l 0

Démonstration :

a(§) —— a(¢)

r, 2.7

Vb~ ) —2— 0

VO n = Bryn) = Brrn — 11y n)] —— 0
donc

na(é)F7L(éH,n Oty s O *éHo,n) — ()T Orrn— Oty Orr.n— Oty 20

d’ou le résultat.

On ne peut pas pour les raisons expliquées plus haut construire un test de
la maniére suivante :
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rejet de Ho pour Tt g, , > £y g

soit 1,10, = Limy 4y, >0, )
On définit aussi une statistique du test de rapport de vraisemblance par
To, 1y, = 2[Ln(., Orrny€) — L., éHo,nyfA)]

Proposition IV.5 Sous les conditions I1.3. et 111.3.

P
T27H0,1 - TI:IOJ 0

La démonstration de ce résultat est similaire & celle de la proposition I11.4.
On ne peut pas, ici non plus, construire un test par rejet de Hy pour
T27H0,1 > éa,é

L’idée qui vient pour lever cette difficulté est d’utiliser un estimateur de £, 5
Comment construire un estimateur de convenable? Comme 1’on dispose d'un
estimateur de 6, 0, on peut se demander si £ 5 défini de la maniére suivante :

P()‘(i(f_l) >, )=ca nest pasun "bon" estimateur de £, j.

Pour étudier la qualité de £ g, on a besoin de résultats préliminaires.

IV.5 Continuité de la probabilité orthante

Soit I’application qui & ¥ matrice symétrique définie positive associe P(X)
la probabilité orthante pour la loi normale N (0, X)) telle qu’elle a déja été définie.

On rappelle

P(E) — (271_)k/2|2|—1/2 f0+oo 0+Oo"'f0+oo 6xp—% tes=lp de

Pour le calcul numérique de P(X) on renvoie aux papiers de A. Kudo (1963),
Bohrer (1975), Milton (1972), J.E. Dutt et T.K. Linn (1975).
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Proposition IV.6 : L’application ¥ — P(X) de 'ensemble des matrices
symétriques définies positives k¥ x k dans R est continue.

Démonstration : On note f(z,%) = (2m)*/2([S|7Y2 exp— 1 a8~ la
P = fH f(z,2) dz
Ona: [p, f(z,%) dz=1

On considére une suite (X,)nen de matrices symétriques définies positives
telles que X, — X

Jor f(2,5,) dz=1
Papplication f(z,X¥) est continue
f(z,%,) converge ponctuellement vers f(x,X).
On peut appliquer le lemme de Scheffé voir Lehmann (1959)
f(.,%,) converge en moyenne vers f(.,%).
en appliquant un autre résultat de Lehmann (1959), on trouve que
fH [z, 3y) do— fH f(z,%)
c’est-a-dire P(%,) — P(X)

On en déduit la continuité de P.

IV.6 Résultats complémentaires

On définit v;(X) de la fagon suivante :

k
P(x3zc)=) (%) P(xj=¢)
j=0
Proposition IV.7 L’application de ’ensemble des matrices symétriques défi-

nies positives dans R**!
Y = X(0(2),71(2), ..., 7(X)) est continue.

Cela découle immédiatement de la définition de +;(X) de la proposition IV.6
et de I'expression

95



P(x3>¢)= > Plxron =209 P(Em)™") P(Sam)
0cMCK
Soit Y= (FYO?’Yla a’yk‘) € ]R‘k+1

telsque 0<~v <1 WVi=0,1,....k

Y >0
On note X’y la loi de ¥? dépendant du paramétre v de la maniére suivante
P(x2 > Z v P0G =)
et on définit ¢, par
P(f(% > Capy) =

Proposition IV.8 Si « est donné Papplication de R¥*! dans R

Y — Ca,, €st continue.
Démonstration :

P(X3 > Z v PG 2 0)=G(1,0)

« est supposé différent de 1 car les tests de niveau 1 n’ont absolument aucun
intérét. c, -, sera toujours différent de 0.

G(7, ¢) est une fonction continiment différentiable de «y et de c.

v € R¥*1 ¢ €)0, +oo].

2G(v,¢0) <0

en appliquant le théoréme des fonctions implicites voir Cartan (1967) on
trouve que ¢, est une fonction continue de 7.

Proposition IV.9. Sous les conditions 1.3

Démonstration : Il découle des propositions IV.7 et V.8 que 'application de
© dans IR qui a § associe £ 5 est continue en tant que composée d’applications

continues. Comme én 2 . 9 on déduit le résultat.
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IV.7 Un test de Hy contre H;

On construit un test de Hy contre H; de la maniére suivante :
rejet de Hy pour T p,, > Kmén.

soit  ¢1,5,, = ]I{TLHO’1 >00 00}
Le test ainsi construit est de niveau asymptotique constant égal & « ; en effet :

g(Tﬁorl/Pn) - X?b(f‘—l)

g(THO,l - éaﬁn/Pn) - X?p(f‘—l) - Ea,g’

lim Pn(THO‘1 =N én) = lim Pn(Tgo — e, b, = 0) =
P()Z?p(f—l) - éaﬁ 2 O) = P(Xi(f—l) 2 ga,é) =«

D’aprés la proposition IV.4 T g, , est asymptotiquement distribué comme
la variable T et donc ¢y g, , est bien de niveau asymptotique a.

IV.8 Test du rapport de vraisemblance
On définit ce test par
b2,Hy 1 = ]]-{T2,H0'126a.én}
Remarques :
- Les deux tests T1 g, , et T2 n,, sont asymptotiquement équivalents
- Il existe des cas ol {49 peut étre connu, par exemple si

Vo € Hy émg =Y, .

’

i P . A
0,, —— 0 veut dire aussi 0,, ——— 6

. P
on a aussi donc £, 5 —— L,
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lim P, (Tyg, , > L, 5) = lim Pi(Tg, | > Ly5)

n—oo 0,1 — 1=

Cela veut dire que les tests construits avec £_ ; sont asymptotique-
ment aussi "puissants" que les tests que 'on pourrait construire avec £, ;5 si
cette quantité était connue.
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